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§3.5 函数的极值与最大值最小值

一、函数的极值及其求法

二、最大值最小值问题
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提问：

f(a)和 f(b)是极值吗？

函数的极值

一、函数的极值及其求法

设函数f(x)在点x0的某邻域U(x0)内有定义 如果对于
任意xU(x0)有

f(x)f(x0) (或 f(x)f(x0) )
则称f(x0)是函数 f(x)的一个极大值(或极小值)

。

x1 x2 x3 x4 x5

函数的极大值与极小值统称为函数的极值使函数取
得极值的点称为极值点

观察与思考：

观察极值与切线的关系
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•驻点:导数的零点

定理1(必要条件)

如果x0为f(x)的极值点, 那么f (x0)0或f (x0)不存在. 

讨论：

驻点是否一定是极值点？
考察x0是否是函数yx3

的驻点是否是函数的极值点

x1 x2 x3 x4 x5

费马(Fermat)引理

设 f(x0)为函数 f(x)在开区间(a b)内的最大(小)值,
若 f (x0)存在, 则 f (x0)  0 
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定理1(必要条件)

如果x0为f(x)的极值点, 那么f (x0)0或f (x0)不存在. 

x1 x2 x3 x4 x5

费马(Fermat)引理

设 f(x0)为函数 f(x)在开区间(a b)内的最大(小)值,
若 f (x0)存在, 则 f (x0)  0 

观察与思考：

观察曲线的升降与极值之
间的关系



•驻点:导数的零点
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设函数f(x)在x0处连续且在(a x0)(x0 b)内可导
(1)如果在(a x0)内f (x)0在(x0 b)内f (x)0

那么函数f(x)在x0处取得极大值
(2)如果在(a x0)内f (x)0在(x0 b)内f (x)0

那么函数f(x)在x0处取得极小值
(3)如果在(a x0)及(x0 b)内 f (x)的符号相同

那么函数f(x)在x0处没有极值

定理2(第一充分条件)

x

y

O 0x

 

x

y

O 0x

 

0x






x

y

O0x






x

y

O

系的正负变化与极值的关)(xf 
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求函数 3 2)1()4()(  xxxf 的极值例1

(1) f(x)在( )内连续解

3 13
)1(5)(




x
xxf 

(3)列表判断
x1为f(x)的不可导点得驻点x1(2)令f (x)0

( 1) 1 (1 1) 1 (1 )
 不可导  0 

x
f (x) 
f(x) ↗ 0 ↘ ↗3 43

    (4)极大值为 f(1)0 极小值为 3 43)1( f  
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解 令 ln( ) ,xf x
x



2

1 ln( ) ,xf x
x
 

得驻点 x e.
当 0< x < e 时, ( ) 0,f x 

f (x) 在 (0, e]上单调增加,
值域为 (∞, e];
当 x > e 时, ( ) 0,f x 

e

1
e

x

y

O 1

ln( ) xf x
x



例2 讨论方程 ln x  ax (a>0)有几个实根?

f (x) 在 [e, ∞) 上单调减少,
值域为 (, e].

当 a  e1 时,
方程 ln x  ax 无实根;
当 a  e1  时,
方程 ln x  ax 有一个实根;
当 0 a  e1 时,
方程 ln x  ax 有两个实根.
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设函数f(x)在点x0处具有二阶导数且f (x0)0 那么
(1)当f (x0)0时 函数f(x)在x0处取得极大值
(2)当f (x0)0时 函数f(x)在x0处取得极小值

定理3(第二充分条件)

x

y

O 0x

 

x

y

O 0x

 

系的正负变化与极值的关)(xf 
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定理3(第二充分条件)

设函数f(x)在点x0处具有二阶导数且f (x0)0 那么
(1)当f (x0)0时 函数f(x)在x0处取得极大值
(2)当f (x0)0时 函数f(x)在x0处取得极小值

证 (1)  )( 0xf ,0
0

0 )()(lim
0 xx

xfxf
xx 




0

)(lim
0 xx

xf
xx 






因此,当 || 0xx  充分小时, (由极限的保号性).0)(

0





xx
xf

可见, )(xf  与 0xx  异号.

,0xx 当 ;0)(  xf ,0xx 当 .0)(  xf
所以, .)( 0处取极大值在点xxf
(2)类似可证.
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定理3(第二充分条件)

应注意的问题：

如果f (x0)0 f (x0)0 则定理3不能应用 但不能由
此说明f (x0)不是f (x)的极值.
讨论：

函数f(x)x4 g(x)x3在点x0是否有极值？

设函数f(x)在点x0处具有二阶导数且f (x0)0 那么
(1)当f (x0)0时 函数f(x)在x0处取得极大值
(2)当f (x0)0时 函数f(x)在x0处取得极小值
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例3 求函数f(x)(x21)31的极值
解 f (x)6x(x21)2
令f (x)0 求得驻点x11 x20 x31
f (x)6(x21)(5x21)
因为f (0)60所以f (x)在x0处取得极小值

极小值为f(0)0
因为f (1)f (1)0 所以用定理3无法判别
因为在x1的左右邻域内f (x)0

所以f(x)在x1处没有极值
同理 f(x)在x=1处也没有极值
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例4 求函数f(x)exsin x的极值

解 f (x)ex(sin xcos x)

令f (x)0 得驻点

f (x)2excos x

因为

所以

).(
4

Z kkxk


,02)( 2
2  kx

k exf

为极小值.kx
k exf 2

2
2)( 2 

因为

所以

,02)( 12
12  


kx
k exf

为极大值.12

2
2)( 12


kx

k exf
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二、最大值最小值问题

观察与思考：

观察哪些点有可能成为函数的最大值或最小值点
怎样求函数的最大值和最小值

x1 x2 x3 x4 x5

M

m



上页 下页 铃结束返回首页14

闭区间上连续函数的最值求法

(1)求出函数f(x)在(a b)内的驻点和不可导点设这些
点为x1 x2     xn

(2)计算函数值 f(a) f(x1)     f(xn) f(b) 
(3)判断最大者是函数 f(x) 在[a b]上的最大值最小

者是函数 f(x) 在[a b]上的最小值

x1 x2 x3 x4 x5

M

m
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例5 求函数 f(x)|x23x2|在[3 4]上的最大值与
最小值





 )2 ,1(       23

]4 ,2[]1 ,3[         23)( 2

2

xxx
xxxxf 解







)2 ,1(      32
)4 ,2()1 ,3(         32)( xx

xxxf 

在(3 4)内 f(x)的驻点为 2
3x 

不可导点为 x1 和 x2  

   由于 f(3)20 f(1)0 4
1)

2
3( f  f(2)0 f(4)6  

比较可得f(3)20是 f(x)在[3 4]上的最大值 f(1)f(2)0
是f(x)在[3 4]上的最小值
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例6工厂C与铁路线的垂直距离AC为20km A点到火车站
B的距离为100km欲修一条从工厂到铁路的公路CD已知铁
路与公路每公里运费之比为3:5为了使火车站B与工厂C间的
运费最省问D点应选在何处？

D

C

20km

A B
100km

解

x

2400 xCD 

设ADx(km)
y5kCD3kDB (k是某个正数)

即    )100(34005 2 xkxky  (0x100) 

B与C间的运费为y则

DB100x
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    由 )3
400

5(
2





x
xky 0

其中以y|x15380k为最小 因此当AD15km时运费最省

由于y|x0400k y|x15380k
2100 5

11500|  ky x 

得 x15

例6工厂C与铁路线的垂直距离AC为20km A点到火车站
B的距离为100km欲修一条从工厂到铁路的公路CD已知铁
路与公路每公里运费之比为3:5为了使火车站B与工厂C间的
运费最省问D点应选在何处？

解 设ADx(km) B与C间的运费为y则
y5kCD3kDB (k是某个正数)

即    )100(34005 2 xkxky  (0x100) 
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特殊情况下的最大值与最小值

如果 f(x)在一个区间中可导, 且只有一个驻点 x0
那么,

当f(x0)是极大值时 f(x0)就是f(x)在该区间上的最大值
当f(x0)是极小值时 f(x0)就是f(x)在该区间上的最小值

y=f(x) y=f(x)



上页 下页 铃结束返回首页19

O

z

y

x

例7

解

2 2V r h 
得

2 22 ( ) ,V R h h   0 h R 
2 22 ( 3 )hV R h  

h2
h

r
R

半径为R.

求内接于球的圆柱体的最大体积, 设球的

设圆柱体的高为2h,

底半径为r, 体积为V,

令 0,hV   得
3

Rh 

，由 222 Rhr 
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例7

半径为R.
圆柱体的最大体积
一定存在,

唯一驻点
3

Rh 

就是最大值点,
最大体积为

2
22 ( )

3 3
R RV R  

34
3 3

R


解

2 22 ( ) ,V R h h   0 h R 
2 22 ( 3 )hV R h  

设圆柱体的高为2h,

底半径为r, 体积为V,

令 0,hV   得

求内接于球的圆柱体的最大体积, 设球的

3
Rh 

2 2V r h 
得，由 222 Rhr 
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大．所围成的三角形面积最

及与直线使曲线在该点处的切线

上求一点，在曲边成一个曲边三角形

围及抛物线由直线

80
,

8,0
2

2







xy
xy

xyxy例8

解如图, ),,( 00 yxP设所求切点为

为则切线PT
),(2 000 xxxyy 

,2
00 xy  ),0,

2
1( 0xA )16,8( 2

00 xxB ),0,8(C

 ABCS )80( 0  x
2
1

)
2
18( 0x )16( 2

00 xx 

x

y

O A

B

C

T

P
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8

2
8 0

0

2
0

0

xxxSx

解得 ,
3

16
0 x

27
4096)

3
16( S故

唯一驻点

20
0 )

2
8( xx 







 





 

2
38

2
8 00 xx

令 ,0
0
xS

因这样的面积有最大值,


















2

3
16,

3
16P点 为所求.

为所有三角形中面积的最大值.

 ABCS
2
1

)
2
18( 0x )16( 2

00 xx 
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作 业
习题P160):

1.(1) (4) (7) 
3.
4.(2)
9.  

10.


