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一、有理函数的积分

二、可化为有理函数的积分举例

§4.4 有理函数的积分
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•基本积分法: 直接积分法(分项积分法);
换元积分法; 分部积分法.

•初等函数
求导

初等函数
积分

例如,下列函数积分都不是初等函数
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一、 有理函数的积分
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nm  时, 为假分式; nm  时, 为真分式.
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多项式 + 真分式

•有理函数
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多项式的积分容易计算.

真分式的积分.只讨论:
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例1 求

.

.d
56

1
2 

 x
xx

x

.

解  
 x
xx

x d
56

1
2

 






 x

xx
xxx

xx
xx d

)5)(1(
)5()1(d

)56(2
)56(

2

2

 
 x

xx
d

562

62)56( 2  xxx

 
 x

xx
d

562

3x 4

•二次有理真分式的积分
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例2 求

解 原式 x
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思考: 如何求
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•二次有理真分式的积分
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再分项积分, 

•部分分式的积分

提示: 变形方法同例2.  

并利用 P209 例9 . 
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例3 将下列真分式分解为部分分式 :

解
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(1) 待定系数法

比较系数法

二次真分式的分解>>>
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赋值法

解 (1) 待定系数法

例3 将下列真分式分解为部分分式 :
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解 (2) 拼凑法
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例3 将下列真分式分解为部分分式 :

三次真分式的分解
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可以证明:

有理真分式可分解为部分分式之和.

多项式与部分分式均可积出, 它们的原函数

都是初等函数.

结论:有理函数的原函数都是初等函数.

有理函数可分解为多项式与部分分式之和.
三次真分式的分解形式>>>
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说明: 将有理函数分解为部分分式进行积分虽可行,
但不一定简便, 因此要注意根据被积函数的结构寻求
简便的方法. 
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遇到有理函数的积分要灵活处理

例4 求
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dx
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解法2 原式
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说明: 将有理函数分解为部分分式进行积分虽可行,
但不一定简便, 因此要注意根据被积函数的结构寻求
简便的方法. 

.
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遇到有理函数的积分要灵活处理

例4 求
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二、可化为有理函数的积分举例

1.三角函数有理式的积分

设 表示三角函数有理式 .

   设 2
tan xu  则有
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xxxR d)cos,(sin
令

2
tan xu 

万能代换

u 的有理函数的积分

21
2sin

u
ux




2

2

1
1cos

u
ux






du
u

dx 21
2




 duuR )(1

二、可化为有理函数的积分举例

1.三角函数有理式的积分

设 表示三角函数有理式 .
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解

例5 求  
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说明：

并非所有的三角函数有理式的积分都要通过万能代
换化为有理函数的积分.用万能代换并不是最好的方法.  

请看如下积分:
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例6 求 .d
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2.简单无理函数的积分

,d),(  xbaxxR n 令 n bxat 

,d),( 
 xxR n
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被积函数为简单根式的有理式 , 可通过根式代换

化为有理函数的积分. 例如:

,d),,(  xbaxbaxxR mn

,p bxat 令 ., 的最小公倍数为 nmp
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例7 求 .
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例8 求

解 为去掉被积函数分母中的根式, 取根指数 2, 3 的

最小公倍数 6 , ,6tx  则有
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例9 求 .d11
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解 法一: tx tan三角代换

法二: 倒代换 ,1
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例10 求
分母次数较高,
宜使用倒代换.
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思考与练习

如何求下列积分更简便 ?
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2. 原式 


 x
xx

xx d
cossin
cossin

3

22

 xx
x
cossin

d
 x

x
x d

sin
cos

3

 x
x

tan
tand

 x
x

3sin
sind xtanln C

x
 2sin

1
2
1



上页 下页 铃结束返回首页24

思考题1 求不定积分

解 令 ,1
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分母次数较高,
宜使用倒代换.
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解 原式  
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注意本题技巧

按常规方法较繁

思考题2 求不定积分
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2、化为部分分式 . 即令

比较系数定 A , B , C , D :

3、分项积分 .

此解法较繁 !常规方法步骤:

1、分解分母

.
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d
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x
思考题2 求不定积分
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作 业
习题P218):

3.   
12.   
13.  
20.   
22.
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•二次有理真分式分解为部分分式
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•三次有理真分式分解为部分分式

)(
1)1( 2 qpxxx  )(

1
2 qpxxq

px
qx 


 )0( q



上页 下页 铃结束返回首页30

•三次有理真分式分解为部分分式
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•三次有理真分式分解为部分分式
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